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Sur la K-the´orie du foncteur norme
Max Karoubi1 & Thierry Lambre2
Re´sume´ :
La K-the´orie d’un foncteur peut eˆtre vue comme la version relative de celle d’un anneau
unitaire. Apre`s une description du groupe K0 d’un foncteur, nous montrons que cette
K-the´orie de foncteur posse`de une suite exacte longue de Mayer-Vietoris.
Dans le cas d’une extension galoisienne de corps de nombres F/L, d’anneaux d’entiers
respectifs A et B, le groupe K0 du “foncteur norme” est une extension d’un sous-groupe
du groupe des classes d’ide´aux Cl(A) du corps F par le groupe de cohomologie de Tate
Ĥ0(G,A∗).
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris permet d’expliciter un quotient du sous-groupe
NCl(A) := kerN : Cl(A)→ Cl(B)
du groupe des classes Cl(A), ou` N de´signe la norme, sous la forme d’une suite exacte courte
1 // B∗/B∗ ∩N(F ∗) // Ĥ0(G,F ∗) ∩ Ĥ0(G,UF )
//
NCl(A)/IGCl(A) // 1
ou` UF est le groupe des unite´s semi-locales du corps F . Pour conclure cet article, nous
proposons quelques applications arithme´tiques.
Abstract:
The K-theory of a functor may be viewed as a relative version of the K-theory of a ring.
After its description, we prove a Mayer-Vietoris exact sequence in this framework.
In the case of a Galois extension of a number field F/L with rings of integers A, B respec-
tively, this K-theory of the “norm functor” is an extension of a subgroup of the ideal class
group Cl(A) of F by the Tate cohomology group Ĥ0(G,A∗).
The Mayer-Vietoris exact sequence enables us to describe in a quite explicit way a quotient
of the subgroup
NCl(A) := kerN : Cl(A)→ Cl(B)
of the ideal class group Cl(A), where N is the norm. We also prove a short exact sequence
1 // B∗/B∗ ∩N(F ∗) // Ĥ0(G,F ∗) ∩ Ĥ0(G,UF )
//
NCl(A)/IGCl(A) // 1
where UF is the group of semi-local units of F .
Finally, we conclude this paper by applications of our methods to Number Theory.
Classification A.M.S. Primaire : 19F05, 11R70, 11R34. Secondaire : 11R37, 11R29.
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Cet article a pour origine notre souhait d’utiliser dans un cadre arithme´tique des outils de
K-the´orie en bas degre´ dont les ide´es remontent a` H. Bass ([B]).
Les groupes K0 et K1 d’un anneau unitaire A ou, ce qui revient au meˆme, de la cate´gorie
Proj(A), ont e´te´ intensivement e´tudie´s de`s leur apparition. Dans cet article nous e´tudions
un groupe moins e´tudie´ et fortement relie´ aux deux pre´ce´dents, le groupe de K-the´orie d’un
foncteur additif. Le groupe K0 d’un tel foncteur ϕ : Proj(A)→ Proj(B) apparaˆıt comme
un invariant assez fin pour permettre l’observation de phe´nome`nes que les groupes K0 et
K1 a` eux seuls ne semblent pas de´tecter.
Cet article de´bute par une description minutieuse du groupe K0 du foncteur norme NA/B
associe´ a` une extension de corps de nombres F/L d’anneaux d’entiers A = OF et B = OL.
Soit IF le groupe des ide´aux fractionnaires de A. Soient N : F → L et N : IF → IL les
normes respectives sur F et IF . De´finissons N : F
∗ → L∗×IF par N (z) = (N(z), zA). On
pose
K0(NA/B) = {(t, I) ∈ L
∗ × IF | tB = N(I)}/Im N .
Pour (t, I) dans L× IF , on de´signe par [t, I] ∈ K0(NA/B) la classe de (t, I) mod Im(N ).
The´ore`me 3.4. Soit F/L une extension de corps de nombres. Le groupe K0(NA/B) du
foncteur norme NA/B est isomorphe au groupe K0(NA/B). De plus, il existe une suite
exacte
A∗
NF/L // B∗
σ // K0(NA/B)
ρ // Cl(A)
N // Cl(B)
ou` les homomorphismes σ et ρ sont respectivement donne´s par σ(v) = [v,A] et ρ([t, I]) = [I].
Dans un second temps, nous construisons une suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour
la K-the´orie d’un tel foncteur.
The´ore`me 4.4. Soit F/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A et B
et d’anneaux d’ade`les AF et AL respectivement. On de´signe par Â l’anneau des localise´s
comple´te´s de A a` toutes les places finies de F .
Soit ϕ : Proj(A) → Proj(B) un foncteur additif et soient ϕF/L, ϕ bA/ bB et ϕAF /AL les
foncteurs induits par ϕ. Ces foncteurs s’inse`rent alors dans une suite exacte longue
· · · // Kr+1(ϕAF /AL)
∂ // Kr(ϕ) // Kr(ϕF/L)×Kr(ϕ bA/ bB) // Kr(ϕAF /AL)
∂ // · · ·
Dans le cas du foncteur norme et pour r = 0, cette suite exacte peut eˆtre pre´cise´e. In-
troduisons pour cela une notation : si N : X → Y est un morphisme de groupes, nous
notons
NX := kerN
et
YN := coker N
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The´ore`me 5.4. (suite exacte des noyaux-conoyaux) Soit F/L une extension de corps de
nombres d’anneaux d’entiers respectifs A et B. Soient UF , UL les groupes d’unite´s semi-
locales de F et L respectivement, JF , JL les groupes d’ide`les de F et L respectivement.
Notons indiffe´remment par la meˆme lettre N les diffe´rentes normes A∗ → B∗, F ∗ → L∗,
UF → UL et JF → JL.
On a alors une suite exacte
1 // NA
∗ ∆ //
NF
∗ × NUF
µ1 //
NJF
∂
vvmmm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
m
K0(NA/B)
i // L∗N × (UL)N
µ // (JL)N
∂′ // Cl(B)N // 1.
Cet article s’ache`ve par quelques calculs explicites dans le cas des extensions cycliques.
The´ore`me 6.6. Soit F/L une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux d’entiers
A et B respectivement, de groupe de Galois G. On pose
NCl(A) = kerN : Cl(A)→ Cl(B).
Soit IGCl(A) le sous-groupe du groupe des classes Cl(A) engendre´ par les e´le´ments de la
forme (1− g)[I], g ∈ G, [I] ∈ Cl(A). On a alors un isomorphisme de groupes
NCl(A)/IGCl(A) ∼= L
∗/B∗N(F ∗) ∩ UL/B
∗N(UF ).
De plus, on a une suite exacte
1 // B∗/B∗ ∩N(F ∗) // Ĥ0(G,F ∗) ∩ Ĥ0(G,UF )
//
NCl(A))/IGCl(A) // 1,
ou` Ĥ0(G,−) de´signe le groupe H0 de cohomologie de Tate.
Nous en de´duisons
The´ore`me 6.8. Soit F/L une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux d’entiers
A = OF et B = OL. On suppose l’extension ramifie´e de degre´ premier ℓ, de groupe de
Galois G. De´signons par t le nombre de places finies de L ramifie´es dans F et par IGCl(A)
le sous-module de Cl(A) engendre´ par les e´le´ments de la forme (1− g)a, a ∈ Cl(A). Posons
NCl(A) := kerN : Cl(A)→ Cl(B).
Alors NCl(A)/IGCl(A) est un Fℓ-espace vectoriel de dimension infe´rieure ou e´gale a` t− 1.
En particulier, pour une extension F/Q cyclique, si on de´signe par Cl(A)G le groupe des
co-invariants du groupe des classes de A et par Zˆ∗ = UQ =
∏
p Z
∗
p, on a un isomorphisme
de groupes
Cl(A)G ∼= Q
∗/Z∗N(F ∗) ∩ Ẑ∗/Z∗N(UF ).
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Cette suite exacte permet par exemple de proposer une de´monstration nouvelle du re´sultat
suivant sur le ℓ-rang du groupe des classes d’une extension cyclique d’ordre ℓ. Ce re´sultat
est de´ja` connu mais de de´monstration toujours de´licate.
The´ore`me 6.9. ([H],[L]) Soit F/Q une extension cyclique de degre´ premier ℓ, de groupe
de Galois G. Notons Cl(A)G le groupe des co-invariants du groupe des classes Cl(A) sous
l’action de son groupe de Galois.
Soit t le nombre de diviseurs premiers du discriminant du corps F . Alors le ℓ-rang du
groupe des co-invariants du groupe des classes du corps F est e´gal a` t − 1, sauf si ℓ = 2,
F quadratique re´el et s’il existe un nombre premier p congru a` 3 modulo 4 et divisant le
discriminant du corps F .
Dans ce dernier cas, le 2-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps
F est e´gal a` t− 2.
Nous tenons a` remercier chaleureusement T. Nguyen Quang Do (Universite´ de Franche-
Comte´) pour sa lecture attentive d’une version pre´liminaire de ce texte. Nous remerc¸ions
e´galement J. Berrick et Meng Fai Lim (Universite´ de Singapore) pour nous avoir commu-
nique´ la remarque 5.6 ainsi que C. Movahhedi (Universite´ de Limoges) pour une correspon-
dance fructueuse concernant le re´sultat 6.8.
Ce texte est organise´ comme suit
1. Notations et rappels.
2. Le groupe K0 d’un foncteur.
3. Le foncteur norme
4. La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de la K-the´orie d’un foncteur.
5. Le cas des corps de nombres et du foncteur norme.
6. Quelques applications.
1. Notations et rappels.
Dans ce texte, nous conside´rons une extension F/L de corps de nombres. Nous de´signons
par :
A = OF et B = OL les anneaux d’entiers respectifs de F et L,
IF le groupe des ide´aux fractionnaires de A,
Cl(A) le groupe des classes d’ide´aux de A (ou F ),
V (F ) l’ensemble des places finies de F ,
Soit w une place finie de F et soit v une place finie de L. On note Aw (resp. Fw) le comple´te´
de l’anneau A (resp. du corps F ) a` la place finie w de F .
On de´signe de meˆme par
Â =
∏
w∈V (F )Aw et B̂ =
∏
v∈V (L)Bv,
AF = Â⊗A F l’anneau des ade`les de F , restreintes aux places finies,
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UF = Â
∗ =
∏
w∈V (F )A
∗
w le groupe multiplicatif des unite´s locales, c’est-a`-dire les e´le´ments
invresibles de l’anneau Â,
JF = (AF )
∗ le groupe multiplicatif des ide`les, unite´s de l’anneau AF .
Pour un G-module M , on de´signe par IGM le sous-module de M engendre´ par les e´le´ments
de la forme (1− g)m, ou` g appartient a` G et m appartient a` M . Le groupe MG =M/IGM
est le groupe des co-invariants du G-module M .
Lorsque l’extension F/L est galoisienne de groupe G, le groupe de cohomologie de Tate
Ĥ0(G,M) d’un G-module M est de´fini par
Ĥ0(G,M) =MG/im ν,
ou` ν : M →M est le morphisme de G-modules de´fini par ν(m) =
∑
g∈G gm.
Dans le cas galoisien, si N : A∗ → B∗ de´signe la norme, on a donc
Ĥ0(G,A∗) = coker (N : A∗ → B∗) = B∗N .
Nous aurons besoin du calcul de la K-the´orie des anneaux Â et AF .
Lemme 1.1. Soit A l’anneau des entiers d’un corps de nombres F . On a alors des isomor-
phismes de groupes K1(Â) ∼= UF et K1(AF ) ∼= JF .
De´monstration. L’anneau Â =
∏
w∈V (F )Aw est produit d’anneaux de valuations discre`tes.
Tous les anneaux Aw sont de rang stable d ≤ 1. De plus, pour tout n ≥ 3, il existe N tel
que pour chaque place w de F , tout e´le´ment de En(Aw) est produit d’au plus N matrices
e´le´mentaires. Montrons que l’homomorphisme e´vident φ1 : K1(Â) →
∏
w∈V (F )K1(Aw) est
un isomorphisme.
L’homomorphisme φ1 est injectif : soit α un e´le´ment de GL(Â) tel que pour chaque place
w de F , l’image αw de α dans K1(Aw) soit e´gal a` 1. Pour n assez grand, ceci implique
que αw est un e´le´ment de En(Aw) et donc s’e´crit comme un produit de commutateurs∏
1≤i≤N [βw,i, γw,i]. D’apre`s ce qui pre´ce`de, le nombre N de commutateurs peut eˆtre borne´
inde´pendamment de la place w.
Pour 1 ≤ i ≤ N introduisons les e´le´ments bi et et ci de Â de´finis par
bi = (βw,i)w∈V (F ) et ci = (γw,i)w∈V (F ).
Dans GL(Â), on a l’e´galite´
α = [b1, c1]× · · · × [bN , cN ],
ce qui signifie que la classe de α dans K1(Â) est 1.
L’homomorphisme φ1 est surjectif : Puisque le rang stable des anneaux Aw est borne´ par
1, il existe un entier n, inde´pendant de w tel que tout e´le´ment de K1(Aw) puisse s’e´crire
comme la classe d’une matrice αw ∈ Gln(Aw). La famille des matrices (αw)w∈V (F ) de´finit
un e´le´ment de GLn(Â), et par suite un e´le´ment α de K1(Â) dont l’image par φ1 est la classe
dans chaque K1(Aw) de la matrice αw.
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Ce raisonnement e´tablit un isomorphisme de groupes K1(Â) ∼=
∏
w∈V (F )K1(Aw). Puisque∏
w∈V (F )K1(Aw) = UF , le premier isomorphisme est e´tabli.
Cette de´monstration s’adapte sans difficulte´ au cas du produit restreint AF . Pour cela, soit
S un ensemble fini de places de F . On pose traditionnellement
ASF =
∏
w∈S
Fw ×
∏
w 6∈S
Aw
et
JSF =
∏
w∈S
F ∗w ×
∏
w 6∈S
A∗w
de sorte que AF = lim
→
ASF et JF = lim→
JSF (cf. [N]).
D’apre`s les conside´rations pre´ce´dentes, on a
K1(A
S
F ) =
∏
w∈S
K1(Fw)×
∏
w 6∈S
K1(Aw),
ce qui donne K1(A
S
F ) = J
S
F .
On sait que le foncteur K1 commute aux limites inductives (cf. par exemple [W2]) d’ou`
K1(AF ) = lim
→
K1(A
S
F ),
ce qui de´montre K1(AF ) = JF .
De´finition 1.2. Soit Λ un anneau. On dit qu’un e´le´ment u de K0(Λ) est borne´ par N si
u = [E]− [Λ]N , ou` E est un facteur direct de Λ2N .
Si (Λi)i∈I est une famille d’anneaux, le produit borne´ des groupes K0(Λi), i ∈ I, est le
groupe note´ ∏
i∈I
(b)(K0(Λi))
dont les e´le´ments sont les familles u = (ui)i∈I avec ui ∈ K0(Λi) et telles qu’il existe un
entier N = N(u) pour lequel ui est borne´ par N pour tout i.
Proposition 1.3. Soit A l’anneau des entiers d’un corps de nombres. Le morphisme de
groupes e´vident
φ0 : K0(Â)→
∏
w∈V (F )
K0(Aw)
est injectif, d’image le produit borne´
∏(b)
w∈V (F )K0(Aw). De plus, les groupes K0(Â) et
K0(AF ) sont isomorphes.
De´monstration. L’homomorphisme φ0 est d’image le produit borne´
∏(b)
w∈V (F )K0(Aw). En
effet, puisque le rang stable de chaque Aw est infe´rieur ou e´gal a` 1, tout module projectif
de type fini sur Aw s’e´crit E ⊕ A
m
w ou` E est de rang au plus 1. Choisissons N > 1. Soit
u = (uw)wn∈V (F ) un e´le´ment du produit borne´
∏(b)
w∈V (F )K0(Aw). Puisque chaque e´le´ment
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uw du produit borne´ s’e´crit sous la forme [Ew] − [A
N
w ], ou` Ew est facteur direct de A
2N
w ,
le module Ew est l’image d’un projecteur pw de Mat2N (Aw). Cette famille de projecteurs
de´finit un projecteur p de Mat2N (Â), ce qui fournit un e´le´ment de K0(Â) d’image u.
Montrons par ailleurs l’injectivite´ de φ0. Soit α = [E]− [Â
N ] un e´le´ment de K0(Â) d’image
nulle par φ0. On peut supposer que E est l’image d’un projecteur p de Mat2N (Â). En
remplac¸ant le projecteur p par p ⊕ 0, ceci implique que pour toute place w de F , pw ⊕ 0
est conjugue´ au projecteur diag(1, 0) dans Mat4N (Aw) par une matrice inversible αw de
GL4N (Aw). On en de´duit que α est nul dans K0(Â).
Pour le calcul de K0(AF ), on remarque que si S est un ensemble fini de places de F , le
groupe K0(
∏
w 6∈S Aw) est isomorphe au produit borne´
∏(b)
w 6∈SK0(Aw). On en de´duit
K0(A
S
F )
∼=
∏
w∈S
K0(Fw)×
∏
w 6∈S
(b) K0(Aw).
Par passage a` la limite inductive, on obtient
K0(AF ) ∼=
∏
w∈V (F )
(b) K0(Aw) ∼= K0(Â).
2. Le groupe K0 d’un foncteur.
Soient A et B deux anneaux unitaires, non ne´cessairement commutatifs. Soit ϕ : Proj(A)→
Proj(B) un foncteur additif et soit BQ(ϕ) : BQProj(A) → BQProj(B) l’application
continue de´finie entre les espaces classifiants de la K-the´orie de Quillen des anneaux A et
B [Q]. Soit Fϕ la fibre homotopique de l’application BQ(ϕ).
De´finition 2.1. Pour r ≥ 0, le groupe Kr(ϕ) := πr+1(Fϕ) s’appelle le r-ie`me groupe de
K-the´orie du foncteur ϕ.
De cette de´finition on de´duit la suite exacte longue tautologique
· · · ∂ // K1(ϕ) // K1(A)
φ1 // K1(B)
∂ // K0(ϕ) // K0(A)
φ0 // K0(B)
avec φi = πi+1BQ(ϕ).
Description du groupe K0 d’un foncteur.
Dans ce cadre de ge´ne´ralite´, le calcul de Kr(ϕ) = πr+1(Fϕ) reste de´licat, y compris pour
r = 0. Voici une autre description de K0(ϕ).
Pour cela, rappelons une construction ge´ne´rale due a` H. Bass ([B], VII.5). Soient C et D
deux cate´gories mono¨ıdales syme´triques et soit ϕ : C → D un foncteur mono¨ıdal et cofinal3.
Le coˆne de ϕ est la cate´gorie co(ϕ) constitue´e des triplets (C,α,C ′) ou` C et C ′ sont des
objets de C et ou` α : ϕ(C)→ ϕ(C ′) est un isomorphisme dans la cate´gorie D. Un morphisme
de (C,α,C ′) vers (C1, α1, C
′
1) est un couple (f, f
′) ou` f : C → C1 et f
′ : C ′ → C ′1 sont
3L’exemple le plus important est celui d’une cate´gorie additive et d’un foncteur additif et cofinal.
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des morphismes dans C tels que α1 ◦ϕ(f) = ϕ(f
′) ◦ α. L’ensemble des classes d’isomorphie
d’objets de co(ϕ) est un mono¨ıde abe´lien dont on note K(co(ϕ)) le groupe de Grothendieck.
De´finition 2.2. Le groupe K0(ϕ) de K-the´orie du foncteur ϕ est le quotient du groupe
K(co(ϕ)) par le sous-groupe R engendre´ par les e´le´ments de la forme
(C,α,C ′) + (C ′, β, C ′′)− (C, βα,C ′′).
La classe de (C,α,C ′) modulo R est note´e [C,α,C ′].
Le groupe K0(ϕ) d’un foncteur mono¨ıdal et cofinal s’inse`re dans la suite exacte de Bass qui
s’e´crit
(2.2) K1(C)
φ1 // K1(D)
σ // K0(ϕ)
ρ // K0(C)
φ0 // K0(D) .
De plus, on sait ([Gr] et [K3], p. 269) que si le foncteur ϕ est additif et cofinal, le groupe
K0(ϕ) de´fini en 2.1 par K0(ϕ) = π1(Fϕ) est isomorphe au groupe de´fini ci-dessus par
ge´ne´rateurs et relations.
Description du groupe K0 d’un foncteur entre cate´gories de Cartier.
L’exemple suivant nous sera tre`s utile dans la suite. Soit A un anneau commutatif uni-
taire inte`gre de corps des fractions F . Soient Cart(A) le groupe des ide´aux fractionnaires
inversibles de l’anneau A et divF : F
∗ → Cart(A) le morphisme de groupes de´fini par
divF (z) = zA.
Introduisons la cate´gorie Cart(A) dont les objets sont les ide´aux fractionnaires inversibles
de A et dont les morphismes sont donne´s par HomCart(A)(I, J) = HomA(I, J); la structure
mono¨ıdale est donne´e par le produit des ide´aux. Les objets de cette cate´gorie sont donc les
e´le´ments du groupe de Cartier de A.
Soit ϕ : Cart(A) → Cart(B) un foncteur mono¨ıdal et cofinal et soient F et L respective-
ment les corps de fractions de A et B. Conside´rons le groupe produit fibre´ L∗ ×ϕ Cart(A),
c’est-a`-dire le sous-groupe de L∗×Cart(A) constitue´ des e´le´ments (t, I) tels que tB = ϕ(I).
Soit Φ : F ∗ → L∗ ×ϕ Cart(A) le morphisme de groupes de´fini par Φ(z) = (ϕ(z), zA).
De´finition 2.3.
On pose
K0(ϕ) = coker (Φ) = L
∗ ×ϕ Cart(A)/im (Φ).
Pour (t, I) dans L×ϕ Cart(A), on pose [t, I] = (t, I) mod im Φ.
N. B. On notera l’analogie entre K0(ϕ) et le groupe U(A;Z/n) de [K-L], The´ore`me 1.1.
Le groupe K0(ϕ) est constitue´ d’e´le´ments de la forme [J, α, I], ou` J et I sont des ide´aux
fractionnaires de F et ou` α : ϕ(I) → ϕ(I) est un isomorphisme de B-modules. En multi-
pliant [J, β, I] par 1 = [J−1, idϕ(J−1), J
−1], on peut toujours e´crire un e´le´ment de K0(ϕ)
sous la forme [A,α, I]. Par B-line´arite´, l’application α : B → ϕ(I) est de´termine´e par
t = α(1) ∈ L∗. De plus, puisque α est un isomorphisme, on a ϕ(I) = tB.
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Lemme 2.4.
L’application qui a` [A,α, I] de K0(ϕ) associe [α(1), I] dans K0(ϕ) est un isomorphisme.
De´monstration. L’application re´ciproque est celle qui a` l’e´le´ment [t, I] de K0(ϕ) associe
l’e´le´ment [A,α, I] de K0(ϕ), ou` α : B → ϕ(I) est l’isomorphisme de B-modules de´fini par
α(1) = t.
Le foncteur restriction des scalaires.
Soient A et B deux anneaux unitaires (non ne´cessairement commutatifs). On suppose que
A est un B-module projectif de type fini. Notons res : Proj(A) → Proj(B) le foncteur
restriction des scalaires de´fini pour tout A-module P = AP , de classe d’isomorphie [AP ]
par la formule res([AP ]) = [BP ], ou` BP de´signe le B-module P obtenu par restriction des
scalaires.
Le foncteur res est e´videmment additif. Puisque A est un B-module projectif de type
fini, il est e´galement cofinal. En effet, pour un B-module projectif de type fini Q, on pose
P = A⊗B Q et on voit que BP est alors facteur direct d’un Q
n. Donc res([P ]) contient [Q]
en facteur direct.
Supposons de plus que les anneaux A et B. Les homomorphismes de la suite exacte de Bass
K1(A)
res1 // K1(B)
σ // K0(res)
ρ // K0(A)
res0 // K0(B)
sont donne´s respectivement par
res1([AP,α]) = [BP,α],
σ([Q,β]) = [A⊗B Q, idA ⊗B β, A⊗B Q],
ρ([P,α, P ′]) = [P ]− [P ′]
et
res0([AP ]) = [BP ].
Description du morphisme de groupes res1 : K1(A)→ K1(B).
Pour de´crire res1, rappelons une construction du groupe K1(A). Soit K1(A) le groupe
abe´lien libre engendre´ par les classes d’isomorphie de couples (P,α) ou` P est un A-module
projectif de type fini et ou` α appartient a` AutA(P ) et soit H(A) le sous-groupe de K1(A)
engendre´ par les deux types d’e´le´ments suivants:
(P,α) + (P, β)− (P, βα)
(P,α) + (Q,β)− (P ⊕Q,α⊕ β).
Le groupe quotient K1(A)/H(A) est alors isomorphe a` K1(A).
Proposition 2.5. Soit de´tB : K1(B)→ B
∗ le de´terminant. Pour u ∈ A∗, on a
de´tB ◦ res1(u) = de´t(µu) ∈ B
∗
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ou` µu : A→ A est l’application B-line´aire µu(z) = uz.
En particulier, si A et B sont des anneaux d’entiers de corps de nombres, d’apre`s le the´ore`me
de Bass, Milnor et Serre [B-M-S], on a K1(A) = A
∗ et K1(B) = B
∗. On en de´duit res1(u) =
de´t(µu) pour tout u ∈ K1(A).
De´monstration. Pour (P,α) dans K1(A) on note [P,α] = (P,α) mod H(A). Avec ces
notations, on a
res1([P,α]) = [BP,α].
Pour u ∈ A∗ donnons l’expression de de´tB ◦ res1(u) dans K1(B). On e´crit u = [A,µu] ou`
µu : A → A est la multiplication par u. On a res1(u) = [BA,µ]. Or A est un B-module
projectif de type fini. Si A est facteur direct d’un B-module libre de rang n, on a donc
de´tB([BA,µ]) = [Λ
n
B(B
n),ΛnB(µ)] = [B, γ],
ou` γ : B → B est la multiplication par de´t(µu).
3. Le foncteur norme.
Supposons que F/L soit une extension finie de corps de nombres, d’anneaux d’entiers
A = OF , B = OL. Soient Cl(A) et Cl(B) les groupes des classes d’ide´aux de A et B
respectivement.
De´finition 3.1. Le foncteur restriction des scalaires res est note´
NA/B : Proj(A)→ Proj(B).
Il est de´fini par NA/B([AP ]) = [BP ].
Cette terminologie trouve sa justification dans le fait suivant : sur le groupe K1, le foncteur
norme co¨ıncide avec la norme NF/L. En effet, de la proposition 2.5, on de´duit :
Proposition 3.2. L’homomorphisme N1 : K1(A) → K1(B) est donne´ par N1(u) =
NF/L(u).
La suite exacte de Bass 2.2 du foncteur norme NA/B : Proj(A)→ Proj(B) se re´duit donc
a` la suite exacte courte
(3.2) 1 // B∗N
σ // K0(NA/B)
ρ //
NCl(A) // 1.
ou` B∗N = coker N : A
∗ → B∗ et NCl(A) = kerN : Cl(A)→ Cl(B).
Pour obtenir une description plus pre´cise du groupe K0(NA/B) au sein de cette extension,
on utilise 2.4. Introduisons pour cela le produit fibre´ K = L∗ ×IL IF , ou` IF est le groupe
des ide´aux fractionnaires de F .
Le groupe K est donc le sous-groupe de L∗ × IF constitue´ des e´le´ments (t, I) tels que
l’ide´al N(I) soit principal de ge´ne´rateur t, c’est-a`-dire (t) = (N(I)). Soit N : F ∗ → K le
morphisme de groupes de´fini par N (z) = (N(z), zA).
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De´finition 3.3. Posons
K0(NA/B) = K/Im(N ) = {(t, I) ∈ L
∗ × IF | tB = N(I)}/{(N(z), zA), z ∈ F
∗}.
Pour (t, I) dans K, de´signons par [t, I] ∈ K0(NA/B) la classe de (t, I) mod Im(N ).
The´ore`me 3.4. Soit F/L une extension de degre´ fini de corps de nombres. Le groupe
K0(NA/B) de K-the´orie du foncteur norme NA/B est isomorphe au groupe K0(NA/B). De
plus, la suite exacte de Bass du foncteur NA/B s’identifie a` la suite exacte
A∗
NF/L // B∗
σ // K0(NA/B)
ρ // Cl(A)
N // Cl(B)
ou` les homomorphismes σ et ρ sont donne´s par σ(v) = [v,A] et ρ([t, I]) = [I].
De´monstration. Conside´rons le diagramme suivant de cate´gories et de foncteurs, commutatif
a` isomorphisme pre`s.
Cart(A)
NCart //
iA

Cart(B)
iB

Pic(A)
Λ // Pic(B)
Proj(A)
de´tA
OO
NA/B // Proj(B)
de´tB
OO
La cate´gorie Pic(A)) a pour objets les A-modules projectifs de rang 1. Le foncteur Λ est
donne´ par Λ(AP ) = Λ
n
B(BP )), ou` n = [F : L]. Ce foncteur est cofinal (dans un contexte
multiplicatif). Par ailleurs, dans l’anneau de Dedekind A, si P et Q sont des modules
projectifs de rang 1, alors les modules P ⊕Q et (P ⊗A Q) ⊕ A sont isomorphes ([M]). Or
ΛnB(B(P ⊗A Q⊕A)) = Λ
n
B(B(P ⊗A Q)) tandis que Λ
n
B(B(P ⊕Q)) = Λ
n
B(BP )⊗B Λ
n
B(BQ).
On a donc la relation
Λ(P ⊗A Q) = Λ(P )⊗B Λ(Q),
ce qui montre que ce foncteur est additif au sens mono¨ıdal.
On pose de´tA([P ]) = Λ
r
A(P ) ou` r est le rang de P en tant que A module. Le the´ore`me 3.4
re´sulte alors du lemme ci-dessous.
Lemme 3.5. On a des isomorphismes de groupes
K0(NA/B) ∼= K0(Λ) ∼= K0(NCart) ∼= K0(NA/B).
De´monstration. On sait que K1(Pic(A)) = A
∗ et K0(Pic(A)) = Cl(A).
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Par conse´quent, dans le diagramme a` lignes exactes
A∗ // B∗ // K0(Λ) // Cl(A) // Cl(B)
A∗ //
de´t1
OO
B∗ //
de´t1
OO
K0(NA/B) //
de´t0
OO
Cl(A) //
de´t0
OO
Cl(B)
de´t0
OO
les applications de´t1 et de´t0 sont des isomorphismes, ce qui montre que de´t0 est un isomor-
phisme, c’est-a`-dire K0(NA/B) ∼= K0(Λ).
Par ailleurs, puisque iA et iB sont des e´quivalences de cate´gories, on a un isomorphime de
groupes de K-the´orie de foncteurs
K0(Λ) ∼= K0(NCart).
Enfin, d’apre`s 2.4, on a un isomorphisme de groupes K0(NCart) ∼= K0(NA/B). Ce lemme
3.5 ache`ve ainsi la de´monstration du the´ore`me 3.4.
4. La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-the´orie de foncteurs.
La suite exacte longue de Mayer Vietoris de K-the´orie des anneaux.
Nous allons d’abord conside´rer une suite exacte de Mayer-Vietoris pour la K-the´orie des
anneaux.
De´finition 4.1. Un morphisme d’anneaux i : A → Â est un isomorphisme analytique le
long de S si
a) S est une partie multiplicative de A, compose´e d’e´le´ments centraux et non diviseurs de
ze´ro,
b) i(S) est une partie multiplicative de Â, compose´e d’e´le´ments centraux et non diviseurs
de ze´ro,
c) pour tout s de S, l’application i induit un isomorphisme A/s ∼= Â/i(s).
On dit alors que (A, i, Â,S) est un carre´ de Milnor et on a le diagramme commutatif
A
i //

Â

S−1A // i(S)−1Â
En K-the´orie, les carre´s de Milnor jouissent de la proprie´te´ suivante.
The´ore`me 4.2.([K2] p. 400, [W1]) Soit (A, i, Â,S) un carre´ de Milnor. Il existe une suite
exacte longue de Mayer-Vietoris en K-the´orie
· · · ∂ // Kr(A) // Kr(S
−1A)×Kr(Â)
µr // Kr(S
−1Â)
∂ // · · ·
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Donnons un exemple : soit F un corps de nombres d’anneau d’entiersOF = A. L’application
i : A → Â est alors un isomorphisme analytique le long de S = N \ {0}. Dans ce cas,
S−1A = F et i(S)−1Â est l’anneau AF des ade`les du corps F , restreintes aux places finies.
On a par conse´quent le carre´ de Milnor (A, i, Â,S) et le diagramme commutatif
(M) A
i //

Â

F // AF
Appliquons le foncteur K1 au diagramme (M) ci-dessus. D’apre`s la proposition 1.2, on
obtient le diagramme
(M1) A∗ //

UF

F ∗ // JF
En particulier, pour r = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris du carre´ de Milnor (A, i, Â,S)
s’e´crit sous la forme
· · ·K2(AF )
∂ // A∗
i1 // F ∗ × UF
µ1 // JF
∂ // K0(A)
i0 // K0(F )×K0(Â).
L’homomorphisme i1 est e´videmment injectif car A
∗ est contenu dans F ∗. Par ailleurs,
ker(i0) s’identifie au groupe des classes Cl(A). On aboutit ainsi a` la suite exacte
1 // A∗
i // F ∗ × UF
µ // JF // Cl(A) // 1
avec µ(z, t) = z/t, ce qui fournit l’isomorphisme classique
JF /F
∗ · UF ∼= Cl(A).
Nous verrons en 5.6 une autre application de cette suite exacte longue de Mayer-Vietoris.
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-the´orie de foncteurs.
Proposition 4.3. Soit S la partie multiplicative S = N \ {0} et soient (A, iA, Â,S) et
(B, iB , B̂,S) deux carre´s de Milnor. Soit ϕ : Proj(A) → Proj(B) un foncteur additif et
soient ϕ̂, S−1ϕ et S−1ϕ̂ les foncteurs induits par ϕ. Alors le cube de foncteurs ci-dessous
est commutatif a` isomorphisme pre`s.
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Proj(S−1A) //
S−1ϕ

Proj(S−1 bA)
S−1 bϕ

Proj(A)
θA
88pppppppppp
//
ϕ

Proj( bA)
88ppppppppp
bϕ

Proj(S−1B) // Proj(S−1 bB)
Proj(B) //
88pppppppppp
Proj( bB)
88ppppppppp
De´monstration. Les huit foncteurs des faces horizontales sont des foncteurs extensions des
scalaires. Par exemple, θA est l’extension des scalaires associe´e au morphisme d’anneaux
A→ S−1A. On a donc θA(P ) = S
−1A⊗A P et des formules analogues pour les sept autres
foncteurs de ces deux faces.
Les foncteurs verticaux ϕ̂, S−1ϕ et S−1ϕ̂ sont de´finis a` partir du foncteur ϕ. Puisque ϕ est
additif, il existe un B-A-bimodule M = BMA tel que ϕ =M ⊗A −. On pose
M̂ = B̂ ⊗B M ⊗A Â et ϕ̂ = M̂ ⊗ bA −,
S−1M = S−1B ⊗B M ⊗A S
−1A et S−1ϕ = S−1M ⊗S−1A −,
S−1M̂ = S−1B̂ ⊗ bB M̂ ⊗ bA S
−1Â et S−1ϕ̂ = S−1M̂ ⊗S−1 bA −.
C’est alors un jeu d’e´criture fastidieux mais trivial de ve´rifier que le cube est commutatif a`
isomorphisme pre`s.
The´ore`me 4.4. Soit S la partie multiplicative S = N \ {0} et soient (A, iA, Â,S) et
(B, iB , B̂,S) deux carre´s de Milnor. Soit ϕ : Proj(A) → Proj(B) un foncteur additif.
Alors les foncteurs ϕ, ϕ̂, S−1ϕ et S−1ϕ̂ de la proposition pre´ce´dente fournissent une suite
exacte longue de Mayer-Vietoris de K-the´orie de foncteurs:
· · · // Kr+1(S
−1ϕ̂)
∂ // Kr(ϕ) // Kr(S
−1ϕ)×Kr(ϕ̂)
µr // Kr(S
−1ϕ̂)
∂ // Kr−1(ϕ) // · · ·
De´monstration. Soient Fϕ, FS−1ϕ, Fbϕ et FS−1 bϕ les fibres homotopiques des applications
BQ(ϕ), BQ(S−1ϕ), BQ(ϕ̂) et BQ(S−1ϕ̂) construites a` partir du cube ci-dessus.
Soient F et F̂ les fibres homotopiques de Fϕ → FS−1ϕ et de Fbϕ → FS−1 bϕ. A partir des
applications Fϕ → Fbϕ et FS−1ϕ → FS−1 bϕ, on obtient une application j : F → F̂ . Les
fibrations homotopiques de fibres F et F̂ conduisent au diagramme a` lignes exactes.
· · · // πr+1(F) //
jr+1

Kr(ϕ) //
ιr

Kr(S
−1ϕ) //
ιr

πr(F) //
jr

Kr−1(ϕ) //
ιr−1

· · ·
· · · // πr+1(F̂)
// Kr(ϕ̂) // Kr(S
−1ϕ̂) // πr(F̂)
// Kr−1(ϕ̂) // · · ·
14
Pour obtenir la suite exacte de Mayer-Vietoris propose´e, montrons que jr est un isomor-
phisme pour tout r ≥ 0. D’apre`s Quillen et Gersten (([Q], [G]), la fibre homotopique
de BQProj(A) → BQProj(S−1A) a le type d’homotopie de l’espace classifiant BT1S(A)
ou` T1S(A) est la cate´gorie des A-modules de S-torsion ayant une re´solution de longueur
infe´rieure a` 1 par des A-modules projectifs de type fini.
La fibre homotopique de BT1S(A) → BT
1
S(B) a le type d’homotopie de F et celle de
BT1S(Â) → BT
1
S(B̂) a le type d’homotopie de F̂ . De plus les applications BT
1
S(A) →
BT1S(Â) et BT
1
S(B) → BT
1
S(B̂) induisent une application F → F̂ qui est homotope a`
l’application j.
Les suites exactes longues des fibrations homotopiques BT1S(A)→ BT
1
S(B) et BT
1
S(Â)→
BT1S(B̂) conduisent au diagramme commutatif a` lignes exactes
· · · // πr+1(F) //
jr+1

πr+1(BT
1
S(A))
//
ir+1

πr+1(BT
1
S(B))
//
i′r+1

πr(F) //
jr

· · ·
· · · // πr+1(F̂)
// πr+1(BT
1
S(Â))
// πr+1(BT
1
S(B̂))
// πr(F̂)
// · · ·
Or i : A → Â et j : B → B̂ sont des isomorphismes analytiques le long de S. D’apre`s
[K2], p. 400-402, on sait que dans ce cas, les foncteurs Â ⊗A − : T
1
S(A) → T
1
S(Â) et
B̂ ⊗B − : T
1
S(B) → T
1
S(B̂) sont des e´quivalences de cate´gories. Il en re´sulte que ir et i
′
r
sont des isomorphismes pour tout r ≥ 0. Par le lemme des cinq, on en de´duit que jr est un
isomorphisme pour tout r ≥ 0.
Ceci permet de de´finir le connectant de la suite exacte de Mayer-Vietoris de K-the´orie de
foncteurs comme la composition des homomorphismes
Kr(S
−1ϕ̂) // Kr(F̂)
j−1r // πr(F) // Kr−1(ϕ) .
5. Cas des corps de nombres et du foncteur norme.
Soit F/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A = OF , B = OL. Le
morphisme d’anneaux iA : A→ Â est un isomorphisme analytique le long de S = N \ {0}.
On a S−1A = F et S−1Â = AF .
Soit ϕ : Proj(A) → Proj(B) un foncteur additif. Pour harmoniser les notations, notons
ϕ bA/ bB = ϕ̂, ϕF/L = S
−1ϕ et ϕAF /AL = S
−1ϕ̂ les foncteurs introduits en 4.3, c’est-a`-dire :
ϕ bA/ bB : Proj(Â)→ Proj(B̂),
ϕF/L : Proj(F )→ Proj(L)
et ϕAF /AL : Proj(AF )→ Proj(AL).
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-the´orie de foncteurs 4.4 s’e´crit
· · · // K1(ϕAF /AL)
∂ // K0(ϕ) // K0(ϕF/L)×K0(ϕ bA/ bB)
µ0 // K0(ϕAF /AL).
Convenons e´galement des alle`gements de notations suivants.
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ϕKr(A) = kerKr(A)→ Kr(B), Kr(A)ϕ = coker Kr(A)→ Kr(B),
ϕKr(F ) = kerKr(F )→ Kr(L), Kr(F )ϕ = coker Kr(F )→ Kr(L),
ϕKr(Â) = kerKr(Â)→ Kr(B̂), Kr(Â)ϕ = coker Kr(Â)→ Kr(B̂),
ϕKr(AF ) = kerKr(AF )→ Kr(AL), Kr(A)ϕ = coker Kr(AF )→ Kr(AL),
Cette suite exacte de Mayer-Vietoris de K-the´orie de foncteurs peut eˆtre pre´cise´e, notam-
ment en degre´s 0 et 1. Pour cela rappelons le re´sultat suivant, duˆ a` C. Soule´.
The´ore`me 5.1. ([Sou]) Soit F un corps de nombres d’anneaux d’entiers A. Alors pour
r > 0, l’application Kr(A)→ Kr(F ) est injective.
Ce re´sultat nous permet de de´couper la suite de Mayer-Vietoris en morceaux sous la forme
suivante.
Proposition 5.2. Soit F/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A =
OF et B = OL . Soit ϕ : Proj(A) → Proj(B) un foncteur additif. Pour r ≥ 0, on a la
suite exacte
1 // ϕKr+1(A)
∆ //
ϕKr+1(F )× ϕKr+1(Â)
µr+1 //
ϕKr+1(AF )
∂
ttjjjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
jjj
j
Kr(ϕ)
ir // Kr(ϕF/L)×Kr(ϕ bA/ bB)
µr // Kr(ϕAF /AL)
De´monstration. Conside´rons le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes et les
colonnes sont extraites des suites exactes de Mayer-Vietoris.
...

ϕKr+1(A)
∆

...

...

··· //

Kr+1(ϕF/L)×Kr+1(ϕ bA/ bB)

// Kr+1(F )×Kr+1( bA)
(ϕF×ϕ bA)r+1//
bµr+1

Kr+1(L)×Kr+1( bB)

ϕKr+1(F )×ϕKr+1( bA)
33hhhhhhhh
µr+1

···Kr+2(AL) //
∂B

Kr+1(ϕAF /AL)
bι //
∂′

ιr+1
++XXXX
XXXX
XXX
Kr+1(AF )
(ϕAF )r+1 //

Kr+1(AL)

ϕKr+1(AF )
33gggggggggg
∂
ssffffff
ffff
ffff
f
···Kr+1(B) //
jr+1

Kr(ϕ)
ir

// Kr(A)
ϕr // Kr(B)
···Kr+1(L)×Kr+1( bB) // Kr(ϕF/L)×Kr(ϕ bA/ bB)
µr

Kr(ϕAF )
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Pour r ≥ 0, l’homomorphisme Kr+1(B) → Kr+1(L) est injectif (Soule´). Par conse´quent,
l’homomorphisme jr+1 : Kr(B) → Kr(L) × Kr(B̂) est e´galement injectif et ∂B = 0. Par
chasse dans le diagramme, on construit un homomorphisme ∂ : ϕKr+1(AF ) → Kr(ϕ) de
meˆme image que ∂′. Soit µr+1 la restriction de µ̂r+1 a` ϕKr+1(F )× ϕKr+1(Â).
On a
ker ∂ = ιr+1(ker ∂
′) = µr+1(ϕKr+1(F )× ϕKr+1(Â)) = ϕKr+1(F ) · ϕKr+1(Â) = im (µr+1).
Notons ∆ : ϕKr+1(A)→ ϕKr+1(F )× ϕKr+1(Â) l’homomorphisme de´fini par ∆(z) = (z, z),
en identifiant ϕKr+1(A) a` un sous-groupe de ϕKr+1(F ) et de ϕKr+1(Â). Il est clair que
ker µr+1 = im (∆). Ceci ache`ve la de´monstration.
La suite exacte de Mayer-Vietoris du foncteur norme.
De´taillons la suite exacte 5.2 pour le foncteur norme NA/B et pour r = 0.
Proposition 5.3. Soit F/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A =
OF et B = OL. Les groupes de K-the´orie des foncteurs
NF/L : Proj(F )→ Proj(L),
N bA/ bB : Proj(Â)→ Proj(B̂) et
NAF /AL : Proj(AF ) → Proj(AL) induits par le foncteur norme NA/B sont de´termine´s
ainsi
K0(NF/L) = L
∗
N ,
K0(N bA/ bB) = (UL)N ,
K0(NAF /AL) = (JL)N .
De´monstration. Notons toujours N : F ∗ → L∗ la norme. La suite exacte de Bass 2.2 du
foncteur NF/L montre imme´diatement qu’on a K0(NF/L) = L
∗
N .
La suite exacte de Bass du foncteur N bA/ bB s’e´crit:
K1(Â)
N // K1(B̂)
// K0(N bA/ bB) // K0(Â)
N // K0(B̂).
D’apre`s 1.1, K1(Â) = UF et K1(B̂) = UL. Pour montrer la relation K0(N bA/ bB) = (UL)N ,
il suffit de montrer que la norme N : K0(Â) → K0(B̂) est injective. Mais d’apre`s 1.3,
K0(Â) s’identifie au produit borne´
∏(b)
w∈V (F )K0(Aw). Ce dernier est un sous groupe de∏
w∈V (F )K0(Aw) = Z
V (F ). De meˆme, K0(B̂) est un sous-groupe de
∏
v∈V (L)K0(Bv) =
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ZV (L). Dans le diagramme commutatif
K0(Â)
N //

K0(B̂)

ZV (F )
N ′ //
ZV (L)
les fle`ches verticales et la fle`che N ′ sont des injections. Il en re´sulte que la norme N = N bA/ bB
est e´galement injective. On en de´duit l’e´galite´ K0(N bA/ bB) = (UL)N .
Pour montrer la dernie`re e´galite´ K0(NAF /AL) = (JL)N , on conside`re la suite exacte
K1(AF )
N // K1(AL) // K0(NAF /AL)
// K0(AF )
N // K0(AL).
Le calcul 1.3 et un raisonnement analogue a` celui ci-dessus montre que la norme N :
K0(AF )→ K0(AL) est e´galement injective. La formule K0(NAF /AL) = (JL)N en re´sulte.
Pour de´crire la suite exacte de Mayer-Vietoris 5.2 du foncteur NA/B, gardons les conven-
tions de´ja` employe´es, ou` on note indiffe´remment N : X → Y la norme entre les groupes
correspondants. On a donc NX = kerN et YN = cokerN.
The´ore`me 5.4 (suite exacte des noyaux-conoyaux)
Soit F/L une extension de corps de nombres. On a une suite exacte
1 // NA
∗ ∆ //
NF
∗ × NUF
µ1 //
NJF
∂
vvmmm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
m
K0(NA/B)
i // L∗N × (UL)N
µ // (JL)N
∂′ // Cl(B)N // 1.
De´monstration. Le re´sultat 5.2 fournit la suite exacte jusqu’au terme (JL)N . Pour l’exactitude
en (JL)N et la surjectivite´ de ∂
′, on proce`de au de´lac¸age de la K-the´orie alge´brique ([B],
[K1], [Wa]). La suite exacte longue de Mayer-Vietoris deK-the´orie des foncteurs se prolonge
aux entiers ne´gatifs et de´bute par
// K0(NAF /AL) = (JL)N
∂′ // K−1(NA/B) = Cl(B)N // K−1(NF/L)×K−1(N bA/ bB) = 0 // · · ·
ce qui montre la surjectivite´ de ∂′.
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Corollaire 5.5. Soit F/L une extension de corps de nombres.
a) Le groupe K0(NA/B) s’inse`re dans les deux suites exactes ci-dessous.
1 // B∗N
σ // K0(NA/B)
ρ //
NCl(A) // 1
NJF
∂ // K0(NA/B)
i // L∗N × (UL)N
µ // (JL)N
b) Posons α = ρ∂ et β = iσ. On a un isomorphisme de groupes
(5.5) coker α ∼= ker µ/im β.
De´crivons les morphismes ∂, i et µ du diagramme 5.5 (les morphismes σ et ρ ont e´te´ de´crits
en 3.4).
Pour de´crire ∂ et i, on identifie K0(NA/B) avec le groupe K0(NA/B) du the´ore`me 3.4. Soit
z = (zw)w∈V (F ) un e´le´ment de JF , avec zw dans F
∗
w de valuation rw ∈ Z. Soit pw l’ide´al
de la valuation w. Introduisons l’ide´al fractionnaire Iz de F de´fini par Iz =
∏
w∈V (F ) p
rw
w .
La relation N(Iz) = IN(z) montre que si z appartient a` NJF , alors N(Iz) est un e´le´ment de
B∗. On en de´duit que [1B , Iz] appartient a` K0(NA/B) et que
∂(z) = [1B , Iz].
Soit [t, I] un e´le´ment de K0(NA/B). Posons [t] = t mod N(F
∗), donc [t] ∈ L∗N . Soit v
une place finie de L, d’uniformisante πv ∈ Lv. Notons r ∈ Z la valuation de t ∈ Lv et
introduisons l’unite´ uv(t) = tπ
−r de B∗v . On pose [uv(t)] = uv(t) mod N(A
∗
w), ou` w est une
place de A au-dessus de v. Enfin [u(t)] de´signe la famille ([uv(t)])v∈V (L). On a alors
i([t, I]) = ([t], [u(t)]).
Pour ([t], [u]) dans L∗N × (UL)N , on a enfin
µ([t], [u]) = ([t/uv ])v∈V (L).
Remarque 5.6. (J. Berrick, M. Lim) Dans le diagramme ci-dessous, les lignes sont exactes
car extraites des suites de Mayer-Vietoris de K-the´orie d’anneaux.
1 // B∗ // L∗ × UL // JL // Cl(B) // 1
1 // A∗ //
φ1
OO
F ∗ × UF //
φ1
OO
JF //
φ1
OO
Cl(A) //
φ0
OO
1
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On note indiffe´remment φ1 les homomorphismes induits en K-the´orie par les foncteurs ϕ,
ϕF/L, ϕ bA/ bB et ϕAF /AL sur le groupe K1. En conside´rant ce diagramme comme un com-
plexe double de premier quadrant, la suite spectrale cohomologique associe´e a` ce complexe
converge vers 0. Pour 0 ≤ p ≤ 3, on en de´duit des isomorphismes
E2p,1
∼= E2p+2,0.
Dans le cas du foncteur norme, c’est-a`-dire si ϕ = NA/B , l’isomorphisme E
2
2,1
∼= E24,0 est
l’isomorphisme coker(α) ∼= ker(µ)/im(β) de 5.5.
Pour r > 1, compte tenu du the´ore`me de Soule´ [Sou], un analogue du diagramme ci-dessus
est le suivant :
1 // Kr(B) // Kr(L)×Kr(B̂)
// Kr(AL) // 1
1 // Kr(A) //
φr
OO
Kr(F )×Kr(Â)
//
φr
OO
Kr(AF ) //
φr
OO
1
Le meˆme raisonnement conduit a` des isomorphimes E21,2
∼= E23,0 et E
2
2,1
∼= 0.
Cas des extensions galoisiennes.
Dans le cas d’une extension galoisienne de groupe de Galois G, on a des isomorphismes
K0(NF/L) ∼= Ĥ
0(G,F ∗),
K0(N bA/ bB)
∼= Ĥ0(G,UF )
et
K0(NAF /AL)
∼= Ĥ0(G,JF ).
La suite exacte 5.4 s’e´crit donc ainsi :
1 // NA
∗ ∆ //
NF
∗ × NUF
µ1 //
NJF
∂
ttiiii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
iii
ii
K0(NA/B)
i // Ĥ0(G,F ∗)× Ĥ0(G,UF )
µ // Ĥ0(G,JF )
∂′ // Cl(B)N // 1.
L’alge`bre homologique va nous permettre de pousser plus avant les calculs. Fixons pour
cela quelques notations.
Notons
h0 : Ĥ
0(G,F ∗)→ Ĥ0(G,JF )
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et
j0 : Ĥ
0(G,UF )→ Ĥ
0(G,JF )
les morphismes de groupes induits par les inclusions canoniques F ∗ → JF et UF → JF .
Pour (x, y) ∈ Ĥ0(G,F ∗)× Ĥ0(G,UF ), on a donc µ(x, y) = h0(x)j0(y)
−1.
Dans le paragraphe suivant, nous aurons besoin de la description pre´cise du sous-groupe
im j0 ∩ im h0 de Ĥ
0(G,JF ). Nous avons rassemble´ dans la proposition 5.7 divers re´sultats
sans doute bien connus sur ce groupe. Pour la commodite´ du lecteur, nous en proposons
des de´monstrations.
Proposition 5.7. Soit F/L une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de
Galois G.
1) L’homomorphisme j0 ci-dessus est injectif.
2) On a une suite exacte
1 // im h0 ∩ im j0 // im j0 // Gab.
3) Lorsque l’extension est cyclique, l’homomorphisme h0 est injectif.
4) Lorsque l’extension est cyclique ramifie´e de degre´ premier ℓ, im h0 ∩ im j0 est un Fℓ-
espace vectoriel de dimension t− 1, ou` t est le nombre de places finies de L ramifie´es dans
F .
De´monstration.
1) Injectivite´ de j0. Soient v une place de L et w une place de F au-dessus de v. On pose
Gw = Gal(Fw/Lv). On de´signe par V (L) l’ensemble des places finies de L et par R(F/L)
l’ensemble des places finies de L ramifie´es dans F .
Montrons en premier lieu qu’on a des isomorphismes de groupes
Ĥ0(G,UF ) ∼= ⊕v∈R(F/L)Ĥ
0(Gw, A
∗
w)
et
Ĥ0(G,JF ) ∼= ⊕v∈V (L)Ĥ
0(Gw, F
∗
w).
On de´compose le module galoisien UF en produit direct de modules galoisiens
UF =
∏
v∈V (L)
A∗v
avec
A∗v =
∏
w∈V (F ),w|v
A∗w
d’ou`
Ĥ0(G,UF ) =
∏
v∈V (L)
Ĥ0(G,A∗v).
Mais A∗v = Ind
Gv
G est un module induit et d’apre`s le lemme de Shapiro, on a
Ĥ0(G,A∗v) = Ĥ
0(Gv , A
∗
w).
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Pour conclure, on remarque que Ĥ0(Gv , A
∗
w) = B
∗
v/N(A
∗
w) et que si v est non ramifie´e dans
F , B∗v = N(A
∗
w) ([N], V.1.2, p. 319). Pour v non ramifie´e, on a ainsi Ĥ
0(G,A∗v) = 0. Il
reste donc
Ĥ0(G,UF ) = ⊕v∈R(F/L)Ĥ
0(Gv , A
∗
w).
Le calcul de Ĥ0(G,JF ) s’effectue de manie`re analogue, par passage a` la limite inductive
sur l’ensemble des places finies de L. Introduisons les modules galoisiens F ∗v =
∏
w|v F
∗
w et
A∗v =
∏
w|v A
∗
w. Soit S un ensemble fini de places de L. On pose J
S
F =
∏
v∈S F
∗
v ×
∏
v 6∈S A
∗
v
de sorte que JF = lim
→S
JSF .
On a par conse´quent Ĥ0(G,JF ) = lim
→S
Ĥ0(G,JSF ).
Or
Ĥ0(G,JSF ) = ⊕v∈SĤ
0(G,F ∗v )×⊕v 6∈SĤ
0(G,A∗v).
Par ailleurs, si v est une place de L non ramifie´e dans F , on a vu que Ĥ0(G,A∗v) = 0.
L’ensemble des places ramifie´es e´tant fini, on a R(F/L) ⊂ S pour S assez grand et dans ce
cas, on a
Ĥ0(G,JSF ) = ⊕v∈SĤ
0(G,F ∗v ),
d’ou`
Ĥ0(G,JF ) = ⊕v∈V (L)Ĥ
0(G,F ∗v ).
L’emploi du lemme de Shapiro conduit a` l’isomorphisme Ĥ0(G,F ∗v ) = Ĥ
0(Gw, F
∗
w), ce qui
donne finalement
Ĥ0(G,JF ) ∼= ⊕v∈V (L)Ĥ
0(Gw, F
∗
w).
Montrons a` pre´sent l’injectivite´ de l’homomorphisme j0. D’apre`s les calculs qui pre´ce`dent,
il suffit de ve´rifier que pour toute place v de L et toute place w de F au-dessus de v,
l’homomorphisme
Ĥ0(Gw, A
∗
w)→ Ĥ
0(Gw, F
∗
w)
est injectif. La suite exacte courte de valuation
1→ A∗w → F
∗
w → Z→ 0
conduit a` la suite exacte
Ĥ−1(Gw,Z)→ Ĥ
0(Gw, A
∗
w)→ Ĥ
0(Gw, F
∗
w).
L’ope´ration de Gw sur Z e´tant triviale, le groupe Ĥ
−1(Gw,Z) est un quotient du noyau de
la multiplication par #Gw dans Z. Ce noyau est e´videmment nul donc Ĥ
−1(Gw,Z) = 0, ce
qui fournit l’injectivite´ recherche´e.
2) De´monstration de la suite exacte
1 // im h0 ∩ im j0 // im j0 // Gab.
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Rappelons que dans ce texte, nous de´signons par JF le groupe des ide`les aux places finies
du corps F . Notons J′F le groupe des ide`les de F a` toutes les places de F (y compris les
places a` l’infini). Soit r le nombre de places infinies de L ramifie´es dans F . On a
Ĥ0(G,J′F ) = C
r
2 × Ĥ
0(G,JF ).
Introduisons les applications
h′0 : Ĥ
0(G,F ∗)→ Ĥ0(G,J′F )
j′0 : Ĥ
0(G,UF )→ Ĥ
0(G,J′F )
et
i : Ĥ0(G,JF )→ Ĥ
0(G,J′F ).
On a i ◦ h0 = h
′
0 et i ◦ j0 = j
′
0.
La suite exacte courte
1→ F ∗ → J′F → CF → 1
fournit la suite exacte
Ĥ−1(G,CF )
// Ĥ0(G,F ∗)
h′0 // Ĥ0(G,J′F )
s0 // Ĥ0(G,CF )
// Ĥ1(G,F ∗).
D’apre`s le the´ore`me de Tate-Nakayama et la the´orie globale du corps de classes, le cup-
produit fournit un isomorphisme Ĥ0(G,CF ) ∼= Ĥ
−2(G,Z) et ce dernier groupe est e´gal a`
H1(G,Z) = Gab = G/[G,G]. Par ailleurs, d’apre`s le the´ore`me 90 de Hilbert, H
1(G,F ∗) = 0.
On a donc la suite exacte
Ĥ0(G,F ∗)
h′0 // Ĥ0(G,J′F )
s0 // Gab // 1.
L’application compose´e
ϕ0 : Ĥ
0(G,UF )→ Ĥ
0(G,CF )
de´finie par ϕ0 = s0 ◦ j
′
0 est donc a` valeurs dans Gab et de noyau isomorphe a`
ker s0 ∩ im j
′
0 = im h
′
0 ∩ im j
′
0.
Mais im h′0
∼= im h0 et im j
′
0
∼= im j0 car i est injective, d’ou` le re´sultat.
3) Injectivite´ de h0. C’est le principe de Hasse ([N-S-W], p. 375)
4) De´termination de im h0 ∩ im j0.
Posons ϕr = sr ◦ jr avec
jr : Ĥ
r(G,UF )→ Ĥ
r(G,J′F )
et
sr : Ĥ
r(G,J′F )→ Ĥ
r(G,CF )
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et donnons l’expression de ϕ2. D’apre`s le lemme de Shapiro, on a les e´galite´s
Ĥ2(G,UF ) ∼= ⊕v∈R(F/L)H
2(Gw, A
∗
w)
et
Ĥ2(G,J′F )
∼= ⊕v∈V (L)H
2(Gw, F
∗
w),
ou` pour toute place v de L , w est une place de F au-dessus de v.
La the´orie du corps de classes fournit des isomorphismes canoniques
Ĥ2(G,CF ) ∼= 1/#G Z/ Z
et
Ĥ2(Gw, F
∗
w)
∼= 1/#Gw Z/ Z.
Compte tenu de ces isomorphismes, l’application s2 est donne´e par
s2((zv)v∈V (F/L)) =
∑
v∈V (F/L)
zv.
Dans cette e´galite´, l’expression
∑
v∈V (F/L) zv a un sens car l’ordre de Gw divise l’ordre de
G.
D’autre part, la suite exacte courte de valuation conduit a` l’injectivite´ de l’homomorphisme
Ĥ2(Gw, A
∗
w)→ Ĥ
2(Gw, F
∗
w),
ce qui montre que j2 est injective. Par conse´quent, l’homomorphisme ϕ2 est donne´e par
ϕ2((zv)v∈R(F/L)) =
∑
v∈R(F/L)
zv.
En particulier, kerϕ2 6= Ĥ
2(G,UF ).
Puisque G est cyclique, il existe γ ∈ H2(G,Z) tel que les homomorphismes verticaux γ ∪−
du diagramme ci-dessous sont des isomorphismes.
Ĥ0(G,UF )
ϕ0 //
γ∪−

Ĥ0(G,CF )
γ∪−

Ĥ2(G,UF ) ϕ2
// Ĥ2(G,CF )
Par naturalite´ des cup produits, ce diagramme est commutatif.
De ce diagramme et de kerϕ2 6= Ĥ
2(G,UF ), on de´duit kerϕ0 6= Ĥ
0(G,UF ). Mais Ĥ
0(G,CF )
est isomorphe a` G qui est simple, car d’ordre premier. Par conse´quent, ϕ0 est surjectif et
on a la suite exacte
1 // im h0 ∩ im j0 // im j0 // G // 1.
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Par ailleurs, d’apre`s 1) im j0 est isomorphe a` Ĥ
0(G,UF ). On a vu que ce dernier groupe
est isomorphe a` ⊕v∈R(F/L)Ĥ
0(Gw, A
∗
w). D’apre`s [Se], corollaire 7 et sa remarque p. 95,
Ĥ0(Gw, A
∗
w) est cyclique d’ordre ℓ et donc im j0
∼= Ctℓ est un Fℓ-espace vectoriel de dimen-
sion t. La suite exacte ci-dessus implique donc l’e´galite´ suivante :
dim Fℓ (im h0 ∩ im j0) = t− 1.
6. Quelques applications.
Nous supposons a` pre´sent et jusqu’a` la fin de cet article que F/L est une extension cyclique
de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A = OF , B = OL. Rappelons que IGCl(A)
de´signe le sous-module de Cl(A) engendre´ par les e´le´ments de la forme (1− g)a, a ∈ Cl(A)
et que
NCl(A) = kerN : Cl(A)→ Cl(B).
Lemme 6.1. a) Avec les notations de 5.5, dans le cas d’une extension cyclique, on a un
isomorphisme de groupes
coker α ∼= NCl(A)/IGCl(A).
b) Pour une extension cyclique F/Q, coker α est isomorphe au groupe des co-invariants du
groupe des classes.
De´monstration. a) De´signons par g un ge´ne´rateur du groupe de Galois G. Soit z un e´le´ment
de JF . De´signons par Iz l’ide´al fractionnaire
∏
w p
v(zw)
w . Le morphisme de groupes
α : JF → Cl(A)
de´fini par α(z) = [Iz] est surjectif et satisfait la relation α(gz) = gα(z) pour tout g de G et
tout z de JF .
La restriction α de α a` NJF est a` valeurs dans NCl(A). Soit z ∈ NJF . D’apre`s le the´ore`me
90 de Hilbert sous la forme H1(G,JF ) = 1, il existe un e´le´ment u de JF tel que z =
(1 − g)u. On en de´duit α(z) = (1 − g)[Iu] donc α(z) ∈ IGCl(A). Ceci montre l’inclusion
im α ⊂ IGCl(A).
Soit (1 − g)[I] un e´le´ment de IGCl(A). Par surjectivite´ de α, il existe u ∈ JF tel que
[I] = [Iu]. Posons z = (1 − g)u. On a z ∈ NCl(A) et α(z) = (1 − g)[I]. Ceci montre
l’inclusion IGCl(A) ⊂ im α.
b) Si L = Q, NCl(A) = Cl(A) et coker (α) = Cl(A)/IGCl(A) = Cl(A)G.
Proposition 6.2. Si le groupe de Galois G est cyclique, les homomorphismes naturels
h : L∗/B∗N(F ∗)→ JL/B
∗N(JF )
et
j : UL/B
∗N(UF )→ JL/B
∗N(JF )
sont injectifs.
De´monstration. Conside´rons le diagramme suivant dans lequel les lignes sont exactes.
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1 // B∗/B∗ ∩N(UF ) //
j˜0

Ĥ0(G,UF )
pU //
j0

UL/B
∗N(UF ) //
j

1
1 // B∗/B∗ ∩N(JF ) // Ĥ0(G,JF )
p // JL/B
∗N(JF ) // 1
1 // B∗/B∗ ∩N(F ∗) //
h˜0
OO
Ĥ0(G,F ∗)
pF //
h0
OO
L∗/B∗N(F ∗) //
h
OO
1
Dans ce diagramme, les homomorphismes h˜0 et j˜0 sont surjectifs. L’homomorphisme j0 est
injectif et, graˆce au principe de Hasse, il en est de meˆme pour l’homomorphisme h0 . En
appliquant le lemme du serpent aux deux premie`res lignes, on de´montre a` la fois l’injectivite´
de j˜0 et celle de j. On raisonne de meˆme pour h˜0 et h.
Rappelons sans de´monstration un re´sultat banal.
Lemme 6.3.
Soient M1 et M2 deux sous-groupes d’un groupe abe´lien M et soit N un sous-groupe de
M1 ∩M2. Alors on a un isomorphisme de groupes M1 ∩M2/N ∼=M1/N ∩M2/N .
Lemme 6.4. Avec les notations de 5.5 et 5.7, dans le cas d’une extension cyclique, on a
des isomorphismes de groupes
ker µ ∼= im h0 ∩ im j0
et
ker µ/im β ∼= im h ∩ im j.
De´monstration. En notation multiplicative, l’application
µ : Ĥ0(G,F ∗)× Ĥ0(G,UF )→ Ĥ
0(G,JF )
de la suite exacte de Mayer-Vietoris est donne´e par
µ(x, y) = h0(x)j
−1
0 (y).
Son noyau ker µ est donc isomorphe au produit fibre´ X ×Z Y avec X = Ĥ
0(G,F ∗),
Y = Ĥ0(G,UF ), Z = Ĥ
0(G,JF ). L’extension F/L e´tant cyclique, on a vu que les ho-
momorphismes h0 et j0 sont injectifs. Par conse´quent, ce produit fibre´ n’est autre que
im h0 ∩ im j0. Ceci montre
kerµ ∼= im h0 ∩ im j0.
Conside´rons le diagramme suivant
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Ĥ0(G,A∗)
β
&&NN
NN
NN
NN
NN
N
βU
++VVVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
βF
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
coker βU
j

ker µ //

Ĥ0(G,UF )
77nnnnnnnnnnnn
j0

Ĥ0(G,F ∗)
h0
//
wwppp
pp
pp
pp
pp
Ĥ0(G,JF )
((PP
PP
PP
PP
PP
PP
coker βF
h
// coker (h0 ◦ βF )
On a ker µ ∼= im h0 ∩ im j0, d’ou`
ker µ/im β ∼= (im h0 ∩ im j0)/im (h0βF ) ∼=
∼= im h0/im (h0βF ) ∩ im j0/im (h0βU ) = im h ∩ im j.
Remarque 6.5. On a coker βF = L
∗/B∗N(F ∗), coker βU = UL/B
∗N(UF ) et coker h0◦β =
JL/B
∗N(JF ).
Les homomorphismes h et j e´tant injectifs, nous nous autoriserons a` e´crire im h∩ im j sous
la forme
im h ∩ im j ∼= L∗/B∗N(F ∗) ∩ UL/B
∗N(UF ),
vu comme sous-groupe de JL/B
∗N(JF ).
The´ore`me 6.6. Soit F/L est une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux
d’entiers A = OF , B = OL. On de´signe par IGCl(A) le sous-module de Cl(A) engendre´ par
les e´le´ments de la forme (1− g)a, a ∈ Cl(A) et on pose NCl(A) = kerN : Cl(A)→ Cl(B).
On a alors un isomorphisme de groupes
(6.6.) NCl(A)/IGCl(A) ∼= im h ∩ im j.
En particulier, pour une extension F/Q cyclique, si on de´signe par Cl(A)G le groupe des
co-invariants du groupe des classes de A et par Zˆ∗ le produit
∏
p Z
∗
p, on a un isomorphisme
de groupes
Cl(A)G ∼= Q
∗/Z∗N(F ∗) ∩ Ẑ∗/Z∗N(UF ),
ce dernier e´tant vu comme sous-groupe de JQ/Z
∗N(JF ).
La de´monstration re´sulte imme´diatement de 5.5, 6.1 et 6.4.
Corollaire 6.7. Sous les hypothe`ses 6.6 et avec les notations de 5.7, on a une suite exacte
1 // B∗/(B∗ ∩N(F ∗)) // im h0 ∩ im j0 // NCl(A)/IGCl(A) // 1.
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De´monstration. Dans le diagramme de la de´monstration 6.2, on ve´rifie par chasse dans le
diagramme que la restriction de p a` im h0 ∩ im j0 a pour image im h ∩ im j et pour
noyau ker p = B∗/(B∗ ∩N(F ∗)). On a donc une suite exacte courte
1 // B∗/(B∗ ∩N(F ∗)) // im h0 ∩ im j0 // im h ∩ im j // 0.
On conclut graˆce a` 6.6.
De 6.7 et 5.7.4, nous de´duisons imme´diatement
The´ore`me 6.8. Soit F/L une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux d’entiers
A = OF et B = OL. On suppose l’extension ramifie´e, de degre´ premier ℓ et de groupe de
Galois G. De´signons par t le nombre de places finies de L ramifie´es dans F et par IGCl(A)
le sous-module de Cl(A) engendre´ par les e´le´ments de la forme (1− g)a, a ∈ Cl(A). Posons
NCl(A) := kerN : Cl(A)→ Cl(B).
Alors NCl(A)/IGCl(A) est un Fℓ-espace vectoriel de dimension infe´rieure ou e´gale a` t− 1.
Exemple d’emploi de la suite exacte 6.7.
Montrons comment la suite exacte 6.7 permet de retrouver un re´sultat connu sur le ℓ-rang
des extensions de degre´ premier ℓ, mais de de´monstration de´licate.
The´ore`me 6.9. Soit F/Q une extension cyclique de degre´ premier ℓ, de groupe de Galois
G = Cℓ. Notons Cl(A)G le groupe des co-invariants du groupe des classes de F sous
l’ope´ration de son groupe de Galois. Soit t le nombre de diviseurs premiers du discriminant
du corps F .
Alors le ℓ-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps F est e´gal a` t−1
sauf si ℓ = 2, F quadratique re´el et s’il existe un nombre premier p congru a` 3 modulo 4 et
divisant le discriminant du corps F .
Dans ce dernier cas, le 2-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps
F est e´gal a` t− 2 .
De´monstration. Posons V = im h0 ∩ im j0 et H = Z
∗/Z∗ ∩ N(F ∗). D’apre`s 5.7.4, V
est un Fℓ-espace vectoriel de dimension t− 1. D’apre`s 6.7, on a une suite exacte courte de
Fℓ-espaces vectoriels
1 // H // V // Cl(A)G // 1.
Si ℓ > 2 ou si l = 2 et −1 ∈ N(F ∗), H = {1}, V ∼= Cl(A)G et
dimFℓ Cl(A)G = dimFℓ V = t− 1.
Rappelons que pour ℓ = 2, on a −1 6∈ N(F ∗) si et seulement F est re´el et s’il existe un
premier congru a` 3 modulo 4 ramifie´ dans F .
Pour ℓ = 2 et −1 6∈ N(F ∗), on a H = Z∗ donc dimFℓ Cl(A)G = dimFℓ V − 1 = t− 2.
Remarque 6.10. Le the´ore`me 6.9 a pour origine une formule des genres. On pourra
trouver des de´monstrations classiques dans S. Lang [L], Chap. XIII, lemme 4.1 ou dans [H],
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Theorem 4, p. VII.12. Pour ℓ = 2, on retrouve un re´sultat essentiellement duˆ a` Gauss et qui
s’e´nonce sous la forme suivante : soit ∆ un discriminant fondamental de corps quadratique
et soit t = t(∆) le nombre de facteurs premiers de ∆. Le 2-rang du groupe des classes de
tout corps quadratique de discriminant ∆ est e´gal a` t− 1, sauf si ∆ > 0 et si ∆ posse`de un
facteur premier congru a` 3 modulo 4. Dans ce cas exceptionnel, le 2-rang du groupe des
classes est e´gal a` t− 2.
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